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2)Гомельский государственный технический университет им. П. О. Сухого, 
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Исследовано поведение электромагнитных формфакторов переходов вида V P→ + −   для векторных мезонов V 
и псевдоскалярных мезонов P в рамках релятивистской кварковой модели, основанной на точечной форме пуан-
каре-инвариантной квантовой механики. На основе самосогласованного описания констант лептонных и радиа-
ционных распадов псевдоскалярных и векторных мезонов определено поведение формфакторов в зависимости от 
переданного импульса для процессов ω p→ + −0   и j η→ + −  . Найденные в рамках предложенной модели данные 
сопоставляются с современными экспериментальными. Показано, что поведение формфакторов хорошо согла-
суется с экспериментом. Сравнительный анализ результатов, полученных в разных формах пуанкаре-инвариант-
ной квантовой механики, позволит исследовать роль различных приближений, часто используемых в расчетах 
и на практике, а также проверить унитарную эквивалентность форм динамик.
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In paper studied the behavior of electromagnetic form-factors of the V P→ + −   transitions for vector V and pseudosca-
lar P mesons within the framework of the relativistic quark model, based on the point form of Poincaré-invariant quantum 
mechanics. Based on the self-consistent description of the lepton and radiative decay constants of pseudoscalar and vector 
mesons, the behavior of the form-factors, depending on the transmitted momentum, for the ω p→ + −0   and j η→ + −   pro-
cesses is obtained. The numerical results within the framework of the proposed model are compared with modern experimen-
tal data. Shown, that the behavior of form-factors is in good agreement with experiment. A comparative analysis of the results 
obtained in different forms of Poincaré-invariant quantum mechanics will allow to research the role of various approxima-
tions often used in calculations and in practice, and also check the unitary equivalence of the different forms of dynamics.
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Введение
С появлением современных экспериментальных данных по распадам псевдоскалярных (P) и вектор-
ных (V  ) мезонов [1– 4] возродился интерес к изучению радиационных переходов легких адронов. Такие 
распады, как  V P→ g  и  V P→ + −  , наиболее удобны для апробации различных подходов и моделей: оче-
видно, что указанные распады имеют простейший механизм взаимодействия конституентных кварков, 
и, как следствие, являются более удобным полигоном для исследования кваркового взаимодействия, 
чем адронные переходы псевдоскалярных и векторных мезонов. Из вышесказанного следует, что такие 
процессы дают возможность не только получить численную оценку различных формфакторов адронов, 
но и оценить углы смешивания, а также выполнить расчеты по структуре кварков, входящих в мезон. 
Данная проблема особенно актуальна для мезонов легкого сектора, поскольку такие системы являются 
чисто релятивистскими, позволяя оценить магнитные моменты кварков с высокой точностью.
Среди разнообразия подходов для описания релятивистских кварковых систем особое место зани-
мают модели, основанные на алгебре Пуанкаре, которые называются пуанкаре-инвариантными или 
релятивистскими моделями прямого взаимодействия частиц. Несмотря на то что данная теория раз-
рабатывалась как модель взаимодействия любых частиц, она также может быть применена для задач 
квантовой хромодинамики. 
Из трех форм пуанкаре-инвариантной квантовой механики (ПиКМ) для решения задач по расчету 
наблюдаемых радиационных переходов наиболее используемой, в силу особенностей коммутационных 
соотношений генераторов с взаимодействием и без него, является динамика на световом фронте [5]. 
В работах, посвященных указанным распадам, тем не менее кварк полагается бесструктурной части-
цей, в отличие от мгновенной формы динамики [6], так как было показано, что для совпадения рас-
четов с экспериментальными данными необходимо учитывать аномальный магнитный момент кварка. 
Данная идея не нова, поскольку в исследованиях по анализу барионных наблюдаемых величин для 
описания экспериментальных данных используются аномальные магнитные моменты конституентных 
кварков. 
В многочисленных работах, касающихся различных форм пуанкаре-инвариантной механики, точеч-
ная форма динамики менее используема для вычисления экспериментальных характеристик мезонов. 
Несмотря на развитый математический аппарат по расчету электромагнитных формфакторов в рамках 
указанной формы динамики, при численном определении характеристик мезонов легкого сектора воз-
никали расходимости с экспериментальными данными, что привело к появлению различных модифи-
каций точечной формы ПиКМ [7; 8]. Из вышесказанного следует, что развитие этой формы динамики 
с последующим применением для расчетов наблюдаемых величин является актуальной задачей физики 
связанных состояний. 
В данной работе демонстрируется разработанная методика вычисления наблюдаемых величин в то-
чечной форме ПиКМ с последующим нахождением формфакторов легких нейтральных мезонов в реак-
циях вида V P→ + −  . В разделе 1 кратко излагается схема получения интегрального представления конс-
танты радиационных переходов в рамках ПиКМ, в разделе 2 приводятся полученные ранее параметры 
модели, в разделе 3 обсуждаются схемы смешивания для мезонов псевдоскалярного и векторного 
секторов. Как результат, в разделе 4 изучается поведение электромагнитных формфакторов переходов 
ω p→ + −0   и j η→ + −   с использованием самосогласованного описания распадов в релятивистской 
кварковой модели, основанной на точечной форме ПиКМ.
1. Методика расчета наблюдаемых величин  
в точечной форме ПиКМ
Параметризация матричного элемента перехода векторного (псевдоскалярного) мезона V P( ) в псев-
доскалярный (векторный) мезон P V( ) с 4-импульсами Q Q Q Q M= { } =( )0 2 2,   и ′ = ′ ′{ } ′ = ′( )Q Q Q Q M0 2 2,   
c испусканием виртуального g * определяется выражением [7]
 ′ ′ ( ) = ( ) ( )( ) ′*Q M J Q M i g q
Q Q
Q Qh VP
V, , ,µ g
µνrσ
ν r σ
pα
ε ε l
p
0 4
2 4
2
3
0 0
 (1)
где α
p
=
e2
4
 – постоянная тонкой структуры; q Q Q= − ′; ε lν V( ) – вектор поляризации мезона V с проек-
цией спина lV . 
Ширина распада V P→ g  определяется соотношением
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 Γ V P
g M M
M
VP V P
V
→( ) = −

g α
g
2 2 2 3
3 2
,  (2)
а распада P V→ g  – выражением
 Γ P V g M M
MVP
P V
P
→( ) = −

g α g
2
2 2 3
2
,  (3)
где g g qVP VPg g= =( )* 2 0 . Уравнения (2) и (3) позволяют экспериментально определить константы радиа-
ционных распадов (с точностью до знака).
Схема вычисления константы распада в ПиКМ следующая: в случае системы двух частиц с массами 
m mq Q,  и, соответственно, 4-импульсами p p pmq1 1 1= ( )( )ω  , , p p pmQ2 2 2= ( )( )ω  ,  базис прямого произведе-
ния двух невзаимодействующих частиц
 
   p p p p1 1 2 2 1 1 2 2, , , , ,l l l l⊗ =  (4)
является приводимым представлением группы Пуанкаре. Для неприводимого представления, характе-
ризующего всю систему, введем полный импульс

 P p p12 1 2= +
и относительный импульс k двух частиц [9].
В предположении, что векторы свободных частиц и связанной qQ-системы подчиняются алгебре 
группы Пуанкаре, вектор состояния мезона массой M с угловым моментом J определяется как прямое 
произведение вектора свободных частиц (кварков) и волновой функции Φ
S
J
qQk, β( ) [10; 11]:
 
 
  
 Q J M dk
p p M k
k k
m m
m m
q Q
q Q
, ,
,,
µ
ω ω
ω ων νl l
=
( ) ( ) ( )
( )∫∑∑ 1 21 2
1 2 0
( ) ( ) ( ) +


×
+(
×
−
ω
β
ν ν ν ν
ν νµ
M
S
J
qQP
k C
s s S
C
0 12
1
1
2
2 1 2
1 2
 

Φ ,
, ,
)

 ( ) ( )+ − +( ), , , ,/ ,,
S J
Y D n Dk k W
ν ν µ µ ν ν l ν l ν
q j
1 2
1 2 1 1 1 2 2
1 2

 1 2
1 1 2 22
/ , , , ,  n p pW( ) l l
 
(5)
где C
s s S1
1
2
2 1 2ν ν ν ν, ,
,
+

  C
S J
µ ν ν µν ν− ++( )

1 2 1 2, ,  – коэффициенты Клебша – Гордана группы SU(2); Y m,  – 
сферические функции; D nWl ν,
/1 2 ( ) – функции Вигнера. Далее для краткости используются обозначения
k k M k k k k k k mm m m mq Q= ( ) = ( ) + ( ) ( ) = ( ) = +  , 0 2 2ω ω ω ω, ,
а волновая функция выражения (5) удовлетворяет условию нормировки
dk k k
S
S
J
qQ∫∑ ( ) =


,
, .2
2
1Φ β
Используя равенство 4-скоростей для свободной и связанной системы в точечной форме ПиКМ
V Q
M
V P
M kQ P
= ≡ = ( )12
12
0
,
в нашем подходе из (1) для константы распада V P P V( )→ ( ) *g  получаем
 g q Q M
V V
M k M k
J K
K KVP
h V
V
g p
l
l
*( ) = ( ) ′ ′ ′
′( ) ( )
( ) ⋅ ( )( )
( ) ⋅
*
2 3 0 0
0 0
2
4 0
,
*( )( )l lV VQ M, , ,1  (6)
где K i V VV V
µ µνrσ
ν r σl ε ε l( ) = ( ) ′.  Если процесс V P P V( )→ ( ) *g  обусловлен взаимодействием конституент-
ных кварков с адронами, то с учетом импульсного приближения
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J J eh q q
q q u d s
q
µ µ µψ ψ0 0( ) ≈ ( ) =
′
′=
∑quark
, , ,
Γ
в кварковом базисе (4) ток перехода записывается в виде
 
   

′ ′ ( ) =
= ( )
′ ′
′
p p J p p
e
u p
q
1 1 2 2 1 1 2 2
3
1
0
1
2
1
, , , , , ,
,
l l l l
p
µ
l
quark
m u p m
p p
e
p mq q q
m m
Q
Q Q
q q
( ) ( )
′( ) ( ) +
( )
′
′
Γ Γµ l l
µ
ω ω
υ υ
1 21
1 1
2
2 2

 

, , l
ω ω
2 2
2 22 2

 
′ ′( )
′( ) ( )






′
p m
p p
Q
m mQ Q
,
.
 
(7)
Ввиду (1), (5) и (7) из (6) получаем интегральное представление константы распада V P P V( )→ ( ) *g  [10]:
 
g q dk
M k
k
kVP
V
qQ
V
mq
g
ν ν
p
ν l ν ν β
ω
*( ) = + −( ) ′( ) ( )∫∑′2 1 1 10
1
4
3 4
4
1
1 1,
,Φ ( ) ( ) ×
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⋅( )× ′ *
ω
ω
ω
υ lν ν
Q
q
m
m
q Q V q
k
e
k
k
u k m B K u kQ
q
2
2
21 1
, ,Γ m
k t
k
M k
D n k
q
qQ
P
W QV
( ) ( ) −
( )
( ) ×
× ( )( )
*
− ′ −
1
112
2
2
0 2
1 1 2
ϖ
β
υν l ν
,
,
,,
Φ
1
112
2
2
0 2
1 1 2ϖ
β
υ
ω
ν l ν
k t
k
M k
D n k eqQ
P
W Q Q
m
V
q
,
,
,,( ) −
( )
( ) ( )( ) +
*
− ′ −
Φ k
k
k m B K k m
m
Q Q V Q Q
Q
V
1
1
1
1
1 1
1
( )
( ) ×
× ( ) −( ) ( ) ⋅( ) ( )
−
*
− ′
ω
υ υ l υ
ϖ
l ν ν, ,Γ
2
2
1
0 11
1 1 1k t
k
M k
D n kqQ
P
W Q
,
,
,,( ) −
( )
( ) ( )( )
*
′
Φ β
υν ν .
 
(8)
В выражении (8)
υ υ
ω
Q
Q
W Q
Q
m q Q Q
V
V
n k
k V
k m kV
q Q
= ( ) = − × ( ) + − ( )0 2 1, , ,,
, ,
 K
k t
i F q
m
F q qV V q Q
q Q
l ϖ l g σµ µν( ) = ( ) − { } = ( ) + ( )12 1 2 2 212 0 0 12
,
, , , , ,
,
Γ ν,  (9)
k k k t k k k t t Q QQ m kq Q1 2 12 12
21 1, , , cos ,,= ± ( ) +( ) ( ) − ( ) −( ) = − ′( )υ ϖ ω ϖ q 2.
Выполнив предельный переход в (8), с учетом выражений (9) и F q eq Q1
2 0=( ) = , , F q F q q Q1 2 2 20 0=( ) + =( ) = µ , ,
F q F q q Q1
2
2
20 0=( ) + =( ) = µ , , получим интегральное представление константы gVPg при q2 = 0:
 
g dk k k k e f k m m
e
m
f k m
VP qQ
V
qQ
P
q q Q
q q
q
q
g β β
k
= ( ) ( ) ( )( +
+
∫ *2 1
22
Φ Φ, , , ,
, , , , , , ,m e f k m m
e
m
f k m mQ Q Q q
Q Q
Q
Q q( ) − ( ) − ( ))1 22 k
 
(10)
где
f k m m
k
m m
M k
m
kq Q m
q Q q
mq q
1
0
1
3
1, , ;( ) = ( )
+
( ) + ( ) +



ω ω
f k m m
m k m k
kq Q
q m q m
m
q q
q
2
2
2
2
3
, , .( ) = − + ( ) + ( )( )( )






ω ω
ω
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2. Параметры модели, основанной на точечной форме ПиКМ
Процедура получения базовых параметров модели, таких как массы конституентных кварков и па-
раметры волновых функций в зависимости от выбора пробной волновой функции, подробно изложена 
в [11], поэтому здесь приводятся только основные этапы расчета с осцилляторной волновой функцией 
для псевдоскалярных (I = P,  = 0) и векторных (I = V,  = 0) мезонов:
Φ
S
J
qQ
I
qQ
I
qQ
I
k k I V P, exp , , ./β
p β β( ) = ( ) − ( )






=
2
21 4
3 2
2
2/
Используя экспериментальные данные по лептонным распадам псевдоскалярных и векторных мезо-
нов [12], интегральные представления константы лептонного распада
f m m dk k k
W k W k
M k kI q Q qQ
I
qQ
I m m
m
q Q
q
, , ,β
p
β
ω
( ) = ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
+ +
3
2
1 2
0
Φ
ωm
I
m m
P V
Q
q Q
k
a k
W k W k
I P V a a W
( ) ×
× + ( ) ( )



 = = − =+ +1 1
1
3
2
, , ; ; ; m mk k m
± ( ) = ( ) +ω ,
и константы псевдоскалярной плотности [10]
g m m dk k k
M k
k k
W k WP q Q qQ
P
qQ
I
m m
m
q Q
q
, , ,β
p
β
ω ω
( ) = ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ +32 1 2 0Φ m m mQ q Qk W k W k+ − −( ) + ( ) ( )( ),
получаем следующие параметры модели:
m m mu d s= ±( ) = ±( ) = ±( )219 48 9 69 221 97 9 69 416 95 61 22, , , , , ,M , M , M , МэВ  u d s( ) ( ) ( ), , , , , ,, , , МэВ  m m mu d s= ±( ) = ±( ) = ±( )219 48 9 69 221 97 9 69 416 95 61 22, , , , , ,, , , МэВ
β βudP udV= ±( ) = ±( )367 93 25 10 311 95 2 14, , , , , ,M M МэВ, ud ud, , , , , , МэВ
β βusP usV= ±( ) = ±( )375 53 19 66 313 65 24 22, , , ,M , M . МэВ  us us( ) ( ), , , ,, . МэВ
Для расчетов далее будем считать, что изотопическая инвариантность кварков u – d слабо нарушена, 
и это дает возможность полагать
β β β β β β β β β β β βuuV udV ud ddV udV ud d sV usV ud d sP usP u= − = + = + = +∆ ∆ ∆ ∆, , , d ,
где масштаб нарушения определяется параметром ∆βud d um m − = ±( )2 5 0 2, , M . МэВ.
С помощью (10) и экспериментальных данных по радиационным распадам r+, K *+ и K *0 получаем 
следующие значения аномальных магнитных моментов кварков (в естественных кварковых единицах):
  ku = – 0,123 ± 0,084, kd = – 0,088 ± 0,015, ks = – 0,198 ± 0,011. (11)
Сравнение полученных на основе (11) значений  k
k
k
k
u
u
u
d
d
de e
= = − = =0 082 0 029, , ,  с результатами ра-
боты [13]  k ku d= − =0 064 0 017, , ,  дает возможность сделать вывод, что численные значения аномаль-
ных магнитных моментов коррелируют между собой.
3. Распады нейтральных мезонов в точечной форме ПиКМ
Для решения задачи о распадах нейтральных мезонов рассмотрим варианты смешивания псевдо-
скалярных и векторных мезонов. В физических приложениях наиболее используемы кварковые базисы
 
ψ
ψ
ψ
1
2
1
2
1
2
= −
= −
=





uu dd
uu dd
sss
,
,  и 
ψ
ψ
ψ
1
8
1
2
1
6
2
1
3
= −
= + −
= + −





uu dd
uu dd ss
uu dd sss
,
,
.
 (12)
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В этой работе предполагаем, что схемы смешивания, основанные на базисах (12), дают эквивалентные 
описания состояний мезонов, которые определяются выражениями
 
j j ψ j ψ q ψ q ψ
ω j ψ j ψ q ψ
= − = −
= + =
cos sin cos sin ,
sin cos sin
V q V q V V
V q V q V
8 1
8 1
0
1
+
=





cos ,
,
q ψ
r ψ
V  (13)
где углы смешивания jV и qV связаны соотношением
 q jV V= − arctg 2.  (14)
Для псевдоскалярных η η- -, ′  и p0-мезонов наивная схема смешивания (13) приводит к вычислениям, 
значительно отличающимся от экспериментальных данных, поэтому после работ [14; 15] появилась 
тенденция для мезонов η η− ′-сектора учитывать глюонную компоненту G :
 
η ψ ψ ψ
η ψ ψ ψ
ψ ψ ψ
η η η
η η η
= + +
′ = + +
= + +

 ′ ′ ′
X Y Z
X Y Z
G X Y Z
q s G
q s G
G q G s G G
,
,
.


 (15)
В системе (15) компоненты определяются выражениями
 
X Y Z
X
P G P G G
P G G
η η η
η
j α j α α
j α j
= = − = −
=
′
cos cos , sin cos , sin ,
cos sin sin +
= − =
′ ′
sin sin ,
cos cos sin sin sin , cos sin
j j
j j j α j αη η
P G
P G P G G GY Z
  
jG ,
 (16)
а связь углов для базисов (12) аналогична выражению (14):
 q jP p= − arctg 2.  (17)
С помощью (13) и (15) можно получить выражения для распадов нейтральных мезонов (см. таблицу).
Распады мезонов V P( )  с учетом углов смешивания
Decay of V P( )  mesons representation taking into account mixing angles
Мода распада Представление распада в ПиКМ
r p g0 0→ e I uu e I ddu d( ) + ( )
r ηg0 → X e I uu e I ddu dη ( ) − ( )( )
j p g→ 0 cosjV u de I uu e I dd( ) − ( )( )
j ηg→ cos sinj jη ηV u d s VX e I uu e I dd e Y I ss( ) + ( )( ) − ( )2
j η g→ ′ cos sinj jη ηV u d s VX e I uu e I dd e Y I ss′ ′( ) + ( )( ) − ( )2
ω p g→ 0 sinjV u de I uu e I dd( ) − ( )( )
ω ηg→ sin cosj jη ηV u d s VX e I uu e I dd e Y I ss( ) + ( )( ) + ( )2
′ →η r g0 X e I uu e I ddu dη ( ) − ( )( )
′ →η ωg sin cosj jη ηV u d s VX e I uu e I dd e Y I ss′ ′( ) + ( )( ) + ( )2
П р и м е ч а н и е. В таблице использовано обозначение
I qq dk k k k
k m
k
m
qq
V
qq
P m q
m
q
qq
q
( ) = ( ) ( ) ( ) +( ) + −
+∫ *2 2
22
3
1
3
Φ Φ, ,β β ω
ω
k
ω ω
ω
m q m
q m
q q
q
k m k
m k
( ) + ( )( )
( )











2 .
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На основе экспериментальных данных [12] получаем оставшиеся параметры релятивистской квар-
ковой модели, а также углы смешивания (14) и (17) псевдоскалярных и векторных мезонов:
β β quuP ddP P= +( ) = ±( ) = −( ±280 60 25 07 277 95 25 07 9 1 2 4, , , , , , , ,M M )°, МэВ,  МэВ  
β α jssP G G= ( ) = ( ) = −( )± ± ±494 54 19 66 9 5 3 4 28 8 3 4, , , , , , , , .M ° ° МэВ, 
4. Электромагнитный формфактор перехода V P→ + − 
Исследование поведения формфактора радиационных переходов стало особенно актуальным после 
появления серии работ, в которых соответствующие экспериментальные значения (см. [1–5; 12]) полу-
чены с высокой точностью. В настоящей работе, основываясь на изложенной выше методике и экс-
периментальных данных, авторы проводят расчет формфакторов различных мезонов для распадов 
V P→ + −   с учетом аномальных магнитных моментов кварков.
Используя для (8) и (9) формфакторы в виде [13]
 F q
e
a
m
t
F q
e
a
m
t
q
q
q q
q
1
2
2
2
2
2
2
1
6 1 12
( ) =
−
( ) =
−




, ,
k
 (18)
для распада ω p→ + −0   [3] с учетом найденных параметров (см. выше) получаем зависимость электро-
магнитного формфактора от величины переданного лептонной паре  + −  импульса q. Поведение форм-
фактора представлено на рис. 1 (совместно с экспериментальными данными из [3]).
Аналогичные вычисления для распада j η→ + −   приводят к зависимости, изображенной на рис. 2 
(экспериментальные данные – из [1]).
При расчетах использован угол смешивания векторных мезонов qV = ( )±31 92 0 2, , ° [4]; для пара-
метра формфакторов (18) принято значение a = 0,3, как в работе [13].
Из результатов вычислений (см. рис. 1 и 2) следует, что при q ∈[ )0 0 45; ,  ГэВ предложенная реля-
тивистская кварковая модель удовлетворительно описывает современные экспериментальные данные. 
В других областях сравнение невозможно в силу больших экспериментальных погрешностей. 
Рис. 1. Поведение формфактора распада ω p→ + −0   при различных q
Fig. 1. Behavior of form-factor of ω p→ + −0   decay for different q
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Заключение
В работе представлена самосогласованная модель описания лептонных и адронных распадов псевдо-
скалярных и векторных мезонов, основанная на точечной форме ПиКМ. Продемонстрирована методи-
ка вычисления формфакторов радиационных переходов, в рамках разработанной методики выполнен 
расчет аномальных магнитных моментов кварков. В результате проведена численная оценка поведения 
формфакторов перехода V P→ + −   с учетом найденных параметров модели при различных переданных 
импульсах. Отмечено, что полученное поведение формфакторов хорошо согласуется с экспериментом 
при параметрах модели, описывающих радиационные и лептонные распады легких мезонов.
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